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Die Elemente der syntbetiBchen Geometrie sind Funkte, Strah- 
len, Ebenen und der Baum. Das letztere Element ist fär unsere 
Anschauung, gemÜsB unserer Organisation nicht mehrfach, als ge- 
trennte Mehrzi^l TOrstellbar, es ist für unsere Form der Yorstellung 
nur einmal vorhanden. Würden wir, statt Stücke dea Raumes für 
uns zu beanspruchen, als Theile einer Ebene existiren, so hätten 
wir auch vom Baume keine Anschauung, wir wfissten nur Ton einer 
Ebene, von jener, in der wir eben existirten. 

Als Kennzeichen des Strahles gilt, dass er durch zwei 
Punkte eindeutig bestimmt ist, in zwei Punkten festgehalten*) durch 
Drehen und Terschieben seine Lage nicht ändern kann. Stücke des 
Strahles (Strecken) können in ihm ohne Verbiegungen verschoben 
werden. 

Die Hauptmerkmale der Ebene sind: Jede Gerade, welche 
zwei Funkte mit ihr gemein hat, Hegt Funkt für Funkt in ihr; eine 
Gerade hat ausserdem mit ihr nur einen, aber auch immer einen 
Funkt gemein, in welchem sie die Ebene schneidet; zwei Gerade der 
Ebene haben immer auch einen Funkt in ihr gemein (die reciproke 
Aussage der ersten), zwei Ebenen alle Punkte einer Geraden; die 
Ebene, in drei Punkten festgehalten*), ändert beim Drehen nnd 
Yerschieben ihre Lage nicht, durch drei Punkte ist sie eindeutig 
bestimmt; in ihr smd nach allen Richtungen unzählig viele parallele 
Strahlen möglich; Figuren in ihr können ohne irgend welche Ver- 
änderung verschoben und gedreht werden, bleiben bei jeder Art von 
Bewegung sich stets congruent. 

Die Grundgebilde entstehen durch Anhäufen dieser Elemente 
m steter, ununterbrochener Aufeinanderfolge unter bestimmter Vor- 
aussetzung. Ein Grundgebilde kann sein: Die Anhäufung ledig- 
lich von Punkten, von Strahlen, von Ebenen, von Punkten und 
Strahlen, von Funkten und Ebenen, von Strahlen und Ebenen, 
von Elementen der drei Arten. 

Verlangen wir mit Ansschluss einer Mehrheit von Strahlen und 

*) Dag Festhalten soll hier nar eo Terstsinden seiu , dasg die Gerade 
(Ebene) bei beliebiger Bewegung stets diese Punkte unverrückbar ent- 
lialten soll. 
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Ebenan nnr eine Anhäufung von unzählig vielen Funkten, bo müssen 
alle Punkte auf dcmBelben Strahle liegen. Der Strahl ist dann der 
Träger der Punktreihe, wir erhalten als erstes Grundgebilde das 
gerade Gebilde, das auch gerade Punktreihe genannt oder 
als Punktbüachel bezeichnet werden kann. 

Fordern wir alle mögliche Gerade ohne Vielheit von Schnitt- 
punkten oder Ve rbin du ngs ebenen, so wird unserer Bedingung genügt 
durch alle Strahlen, die in einer Ebene liegen und durch denselben 
Punkt dieser Ebene gehen. Wir nennen dies Gruudgebilde Strahlen- 
büschel; seine Träger sind Punkt und Ebene. 

Wollen wir endlich alle Ebenen, die keine Vielheit von Schnitt- 
geraden (je zweier Ebenen) oder Schnittpunkten {je dreier Ebenen) zu- 
lassen, so,ist deren Inbegritfder Ebenenbüschel, jenes Grundgebilde, 
welches alle Ebenen umfaast, die denselben Strahl (als Element) 
gemein haben; dieser Strahl ist der Träger des Ebenenbüschels. 

Weil die voranstebenden drei Grundgebilde nur Vielheiten je 
einer Art von Elementen darstellen, nennen wir sie Grnndgebilde 
erster Stufe. 

Das erste Grundgebilde zweiter Stufe soll der Inbegriff 
aller Funkte und Strahlen ohne eine Mehrheit von Ebenen sein; 
es mässen nothwendig alle Funkte, und Strahlen in einer Ebene 
liegen. Wir erhalten dieEbene jedoch nicht als Element, sondern als 
Träger all' ihrer Punkte und Strahlen, als Gebilde, als ebenes 
Gebilde oder Punktbflndel, 

Ein weiteres Grundgebilde dieser Art soll alle Punlite und 
Ebenen umfassen, welche eine Mehrheit von Strahlen ausschlieseen. 
Diese Forderung ist erfüllt, wenn alle Punkte auf dem Strahle 
liegen, durch den alle Ebenen gehen. Wir sehen hier kein neues 
Gebilde entstehen, es ist lediglich eine Combination des ersten und 
dritten Grundgebildes der ersten Stufe; wir zählen diese Combination 
desshalb nicht zu den Grundgebilden zweiter Stufe. 

Das letzte Grundgebilde der zweiten Stufe enthält mit Aus- 
schluss des mehrfachen Punktes alle möglichen Strahlen und Ebenen. 
Das entstehende Gebilde umfasst alle Strahlen und Ebenen, die 
durch denselben Funkt gehen; wir nennen es Strahlenbündel. 

Verlangen wir den Inbegriff aller möglichen Funkte, Strahlen 
und Ebenen ohne weitere Beschränkung als die uns Menschen 
überhaupt auferlegte, dass all' diese Elemente mit uns in demselben 
fiaume (diesen als Element aufgefasBt) existiren, so erhalten wir als 
Grundgebilde der dritten Stufe eben diesen Kaum als Gebilde, 
als räumliches Gebilde, für das man den vorigen Bezeichnungen 
entsprechend etwa den Namen Panktbnnd wählen köonte. 
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Die Anzahl jeder Art Ton Elementen in jedem der erwähnten 
sechs Grandgcbilde ist unendlich gross; jedoch ist ohne viel Ab- 
Btraction ersichtlich, dass diese unendUch groBaeo Zahlen nicht 
sämmtlich gleich gross sein können. Wir Yrerden nun die Aufgabe 
in's Auge fassen, alle diese Zahlen von einer derselben abhängig 
zu machen, durch eine von ihnen auszudrucken."') 

1) Gehen vir vom Ebenenbi^chel aus und bezeichnen die 
Zahl der Ebenen deeselben mit n. Schneiden wir diesen Büschel 
durch eine ßbene, so wird jede Ebene des Büschels nach einem 
Strahle, der Träger nach einem Punkte geschnitten. Da der Träger 
in jeder Ebene des Büschels liegt, muss sein Schnittpunkt mit der 
neuen Ebene auf jedem Schnittstrabi dieser mit einer der vorigen 
Ebenen liegen, d. h. alle Schnittlinien sind Strahlen eines Strahlen- 
büschels. Der Ebenenbüschel kann nicht mehr Ebenen enthalten, 
als der Strahlenbüschel Strahlen, denn jede Ebene liefert einen 
Strahl. Es kann aber auch die Zahl der Strahlen nicht grösser 
als die der Ebenen sein, da wir, wenn ein Strahl Torbanden wäre, 
der nicht als Schnittstrahl einer Ebene enstanden, durch ihn und 
den Träger des Ebenenbüscbels eine Ebene legen könnten; diese 
Ebene gehörte aber eben diesem Büschel an und war desshalb, 
ebenso wie ihr Schuittstrahl schon vorhanden. 

Es enthält der Ebenenbüschel'so viel Ebenen als 
der StrahlenbÜBchel Strahlen. 

Der umgekehrte Weg, die Bildung des ersteren vom letzteren 
aus, führte zum selben Resultate. 

2) Kreuzt eine Gerade den Träger des Ebenenbüscbels, so 
wird jede Ebene des Büschels von ihr nach einem Punkte ge- 
schnitten, eine zunächst ausgenommen. Durch jeden Punkt der 
Geraden muss eine Ebene des Büschels gehen, da ja sonst durch 
diesen Punkt und den Träger des Büschels eine Ebene bestimmt 
wäre, welche das Kriterium des Büschels bosässe, ohne eine Ebene 
desselben zu sein. 

E/egen wir durch unsere Gerade und einen Punkt des Trägers 
eine Ebene, so bestimmt diese mit dem Ebenenbüschet einen Strahlen- 
büschel , von dem alle Strahlen — mit Ausnahme eines einzigen — 
durch Punkte jener Geraden geben und alle Punkte des auf unserer 
Geraden entstandenen Punktgebildes auf Strahlen des Büschels 
liegen (beides ans obigen Gründen). Eine Ebene des Büschels 
ist zu unserer Geraden parallel und ebenso der Strahl des Strahlen- 

•) Siehe Beitrüge »ur Geometrie der Lage von Staudt, erstes Heft, 
S 8 So. 133 — 141, allwo die Zählong weh aaf die iroaginSren ElemeDte der 
Gmndgebilde aDsgedehpt igt. 
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b&Bcbels, der in jener Ebene liegt. Bezeichnen wir nun das ge- 
meinBame paralleler Geraden — die Richtung, welche einen 
Punkt zu ersetzen, zu vertreten vermag, formal mit Funkt, jedoch 
da dieser Punkt für unsere ÄnBchauungsform eigentlich nicht 
existirt, mindestens una unzugänglich tst, als den un eigentlichen 
oder unendlich fernen Punkt der Geraden, so bat unsere 
Gerade sowohl mit dem vorhin als Ausnahme behandelten Strahl, 
wie mit der eine Ausnahme machenden £^beoe anch einen Punkt 
gemein, besitzt demnach mit jedem der beiden Büschel gleich 
viel Elemente. 

Nehmen wir im ersten Falle die den Ebenenbüöchel schneidende 
Ebene dem Träger parallel an, so existirt eine Ebene den Büschels, 
die mit dieser Ebene zunächst keinen Strahl gemein hat. Zwei 
parallele Ebenen haben etwas gemein — eiae Stellung^Jj diese 
kann eine Gerade vertreten und ersetzen. Wir bezeichnen sie 
dcsshalb geradezu als Gerade — allerdings nur formal — und zwar 
als die uneigentliche oder unendlich ferne .Gerade. Der 
Träger des Strahlenbüschels wird in diesem Falle ein uneigentlicher 
Punkt, der Büschel ein Parallelstrahl enbüschel, einer seiner Strahlen 
eine uneigentliche Gerade. 

Ist der Träger des Ebenenbüschels ganz ins Unendliche ge- 
rückt, eine unendlich ferne Gerade, so haben alle Ebenen des 
Büschels die Stellung mit einander gemein, unter ihnen ist eine 
Ebene uneigentlich oder unendlich fern, das Gebilde ist ein 
Parallel-EbenenbQ schal. Der Parallel-Strahlenbüscbel und Parallel- 
EbenenbÜBchel haben ebensoviel Strahlen, bez. Ebenen,, wie die 
gewöhnlichen Gebilde dieser Art und wie das gerade Gebilde. 

Wir können somit den Satz aufstellen: Die drei Grund- 
gobilde erster Stufe, der Punktbüscbel, der Strahlen- 
büschel und der Ebenenbüschel besitzen die gleiche 
unendlich grosse Anzahl von Elementen, jedes besitzt 
M Elemente. 

3) Unter der Annahme von n Elementen für die Grundgebilde 
der ersten Stufe soll zunächst die Anzahl der Funkte einer Ebene 
(eines Funktbündels) bestimmt werden. Betrachtet man alle 
Strahlen eines Strahlen büschelB als Träger von Punktbüacbeln , so 
ist jeder Punkt des Bündels (der Ebene) einem dieser Büschel 
zugewiesen. Kein Punkt des Bündels, ausgenommen den Träger 
des Strablenbüschels , kann mehi-fach gezählt sein, d. h. mehreren 
Funktbüschelu angehören. Der Strahlenbüschel hat n Strahlen, jeder 



*J V. Staudt, Geometrie der Lage, § 'i Nr. 40. 
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strahl ftla Träger eines PnnktbÖBchela n Punkte, es ergäben eich 
tt' Funkte; das Centrnm des B&schels 'wurde nmal mitgezählt, ist 
aber nur einmal Torhanden , muss also (n — i) mal subtrahirt 
werden. 

iüa ergeben sich »" — «-f-l Punkte im Pnnktbündel 
oder in der Ebene — ausgehend von n Punkten des Punkt- 
büschels oder der Geraden. 

4) Als Princip wurde bei der vorigen Zählung angenommen, 
dass je zwei Punkte der Ebene immer und nur durch eine 
Gerade, die Punkt für Puukt in der Ebene liegt, verbunden 
werden können. Das reciproke Princip lautet: Je zwei Gerade der 
Ebene schneiden sieb immer und nur in einem Punkte der 
Ebene. Diös wird zur Zählung der Strahlen einer Ebene (eines 
Punktbündels) verwandt und der Gang derselben Schritt fQr Schritt 
reciprok der vorigen gebildet. 

Alle Funkte eines PunktbiUchela im Pnnktbündel betrachte 
man als Träger von Strahlcnbüscheln desselben Punktbündels. Jeder 
Strahl des Bündels muss einem dieser Büschel zugehören und 
keiner nasser dem gemeinsamen Strafale aller Büschel, dem Träger 
des Punktbüschels, kann mehreren Büscheln angehdren (nach dem 
vorangestellten Prindpe). Der Punktbüschel hat n Punkte, jeder 
Punkt als Träger eines Strahlenbüschels n Strahlen, es wären 
n^ Strahlen; der gemeinsame Strahl wurde nmal gezählt, ist also 
(» — 1) mal wegzunehmen, man erhält »'' — h*^! Strahlen. JDie 
Ebene (oder der Punktbündel} weist gleichviel Punkte 
und Strahlen auf. 

5) Den Inbegriff aller uneigentlichen Punkte der Strahlen 
eines Büschels — letztere als Träger von Fnoktbüscheln anfgefaast — 
bildet der uneigentliche Strahl, eigentlich der unendlich ferne Punkt- 
büscbel des Punktbündels (dem der Strahlenbüschel angehört), das 
gemeinsame des Bündels' mit jedem ihm parallel liegenden BUndel. 
Wird ein Strahlenbündel durch eine seinen Träger nicht enthaltende 
Ebene geschnitten, so entsteht in letzterer ein vollständiger Pnnkt- 
bündel mit all' seinen Punkten und Strahlen. Es geht jede Ebene 
des Strahlenbündels durch einen Strahl des Funktbfindels, die zum 
Träger des letztern parallele Ebene des erstem durch den uneigent- 
lichen Strahl; Jeder Strahl des Strahlenbündels geht durch einen 
Funkt, die Strahlen des Büschels in der vorhin berrorgehobenen 
Parallelebene gehen durch die sämmtUehen unendlich fernen Funkte 
des Punktbnndels, Da ein Strahl und eine Ebene nur aber auch 
jederzeit einen Funkt, zwei Ebenen ebenso einen Strahl gemein 
haben , so muss zu jedem Strahl des Strahleobündels ein auf ihm 



.y Google 



— 10 — 

li«gender Punkt des Pnnktbüsdele , zu jeder Ebene deserstereD ein 
in ihr liegender Strahl des letzteren gehören. 

Es ist die Anzahl der Strahlen und Ebenen im 
Strahlenbündel gleich grosB und gleich der Zahl der 
Strahlten und Punkte des PunktbündelB*). 

6) Um die Zahl der Punkte des Raumes zu finden, gehen 
wir vom Grundsatz aus, dass eine Gerade, die durch zwei Funkte 
des Raumes geht, ganz, mit allen ihren Punkten in denselben fallt. 
Dann muss ein Strablenbündel, wenn jeder Strahl als Träger eines 
PnnktbüBchelH betrachtet wird , alle Punkte des Baumes enthalten. 
Ausser dem Träger des Bündels kann kein Punkt mehr als einem 
Strahl des Bündels angehören und jeder Punkt muss auf einem 
Strahle liegen. 

Es ergeben sieb, da der Träger des Bündels {»»* — m-|-1) mal 
gezählt aber nur einmal vorhanden ist, also (n' — n) mal subtrahirt 
werden muss, (n* — n+l)w — (n — t)n oder (»' — 2tf^2)nVaBkte 
im Baume. 

Zum selben Resultate kSme man vom Principe ausgehend, 
daes alle Funkte einer Ebene dem Baume angehören , wenn drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte derselben in diesem Baume 
liegen. Alle Funkte der Ebene eines Ebenen büschels , letztere zu 
Träger von Funktbündeln gemacht, sind dann nachweisbar identisch 
mit allen Punkten des Baumes und umgekehrt. 

Den Inbegriff allei uneigentiichen Funkte säramtlicher Funkt- 
bÜBchel, die Huf allen Strahlen eines Strahlenbiindels liegen, wie 
auch aller uneigentlichen Strahlen sämmtlicher Ebenen desselben 
stellt die uneigentliohe, unendlich ferne £bese, besser 
das unendlich ferne Punktbündel des Baumes dar 

7) Soll die Zahl der Ebenen des Baumes als Function von n, 
der Zahl der Funkte im Punktbfiecbel ausgedrückt werden, so mag 
dies unter Zugrundelegung des Satzes geschehen, dass im selben 
Baum zwei Ebenen jederzeit eine Gerade gemein haben müssen 
und nicht mehr als eine gemein haben können, oder richtiger: Im 
Panktbund (Kaum) haben zwei Punktbündel jederzeit und nur 
einen Punktbüsohel gemein**) Sänuntliche Strahlen einer Ebene 
(als Funktbündel) werden als Scbnittstrahlen derselben mit allen 

*) Das oben nicht sIb Grandgebilde zweiter Stufe behandelte Gebilde 
aus Punkten und Ebenen ohne Vielheit von Strahlen hätte auch nur » Punkte 
und n Ebenen , dokumentirt eich also auch hiedurch als nicht verwandt mit 
den Grundgebilden zweiter Stafe , als Combination zweier Grundgebilde 
erster Stufe. 

••) Dia« Princip wurde eigentlich schon in 2) und 5) mit zn Grande gelegt. 
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andern Ebenen dea Baumes aufgetasst. All' diese Ebenen lassen 
sich zn Ebenenbüscbeln gruppiren, deren Träger die Torigen Scbnitt- 
strahlen sind. Jede Ebene des Baumes muss einem solchen Ebenes- 
bSschel angehören, keine kann zugleich zwei Büscheln angehören, 
ausgenommen jene, welche die Träger aller Ebenenbüschet ent- 
hält. Kon gäben »^ — '*~l~^ Ebenenbüschel jeder zu n Ebenen 
(m= — n-)-l)n Ebenen. Die Ebene der Träger wurde bei jedem 
Büschel, d.i. (n' — n-f*l) ™a' gezählt, muss demnach (»"— n)mal 
subtrahirt werden; es ergeben sich (n^ — 2n-\-2) n Ebenen im Räume. 

Der Baum zählt gleich Tiel Punkte und Ebenen. 

Auch das Princip lässt sich znr Gewinnung des eben gefundenen 
Resultats benützen, dass im selben Räume (Punktbund) eine Ebene 
(Punktbündel) und eine nicht in ihr liegende Gerade (Punktbüschel) 
jederzeit einen und nur einen Funkt gemein haben"*). Ist 
die Gerade der Ebene parallel, so ist die Richtung der Geraden 
in der Stellung der Ebene enthalten, beide haben etwas gemein- 
sames, den Punkt ersetzendes, nämhch die Richtung, den uneigent- 
licben Punkt der Geraden oder: Der unendlich ferne Punkt der 
Geraden liegt in der unendlich fernen Geraden der Ebene. — Alle 
Punkte einer hervorgehobenen Geraden des Baumes werden nun 
als Träger von Strahlenbündeln betrachtet and die Ebenen dieser 
Bündel gezählt. 

8) Das letztere Princip ist auch dienlich zum Zählen der 
Strahlen des Baumes, immer als Einheit die Zahl n der Elemente 
eines Gebildes erster Stufe genommen. Jeder Punkt einer Ebene 
(als Punktbündel) wird als Träger eines Strahlenbündels betrachtet, 
es ergebensich zunächst (»i'' — m+L) = Strahlen für den Raum. Die 
Strahlen des Funktbündela sind mehrfach gezählt. Es sind zur 
KichtigstellunT des Resultats alle Strahlen Bämmtlicher Strahlen- 
bündel, die zugleich dem Punktbündel angehören, wegzunehmen 
und die Zahl der Strahlen des letztern wieder zu addiren. Von 
jedem Strahl enbündel liegt im Punktbündel ein Strahlenbüschel; es 
sind («*— M-j-l)n Strahlen zu subtrahiren und dann »"—«-^1 
zu addiren. Das Resultat ist (n^ - m-|-1) (m* — 2n-f*"^) "der 

Die Zahl der Geraden des Raumes ist von höherer 
Dimension als die Zahl der Punkte und Ebenen des- 
selben. 

Die Zahlen ausdrücke werden gleichartiger, wenn man als Ein- 
heit, (die den Zahlen hier zu Grunde gelegt ist,) alsZahl der Elemente 
eines Grundgebildes erster Stufe nicht n, sondern n-f-l oder des 

*) Dies Priacip wurde eigentlich schon in 2) nnd 5) mit in Gniode galegl 
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UnterBchiedB Yon den rorigea Eesultaten wegen ti-{-t -wählt. Eb 
ist dann die Zahl der Funkte eines FunktbÜBcfaels , dor Strahlen 
eines StrahienbüscbelB , der Ebenen eines Ebenenbüschela u-f*!) 
die Zahl der Punkte ond Strahlen eines Punktbündels, der Strahlen 
und Ebenen eines Strablenbündele u^4~"'i*'i ^'^ ^^^^ ^^^ Funkte 
und Ebenen des Pnnktbundes (der Träger derselben ist der ßaum 
als Element) u'^-u'-{-u^-l, die Zahl der Strahlen des letztern 
u*-\-u*-{-2u^-\-u-\-i. Die Namen Gmndgebilde erster, zweiter, 
dritter Stufe erhalten hiemit noch weitere Bedeutung durch die 
DimeDBtonsTerhältnisse der algebraischen Ausdrücke für die Anzahlen 
ihrer Elemente. Die Zahl der Punkte und Ebenen im Kaume ist tou 
der dreifachen Dimension der Zahl der Funkte in den Geraden etc., 
die Zahl der Funkte und Geraden in der Ebene ist von der zwei- 
fachen Dimension der Punktezahl einer Geraden etc. Wenn man 
femer im Ausdruck u-\-\ fQr die Gerade die eigentlichen Punkte 
Tom unendlich fernen trennt, d. h. u als die Zahl der endlich fernen 
Punkte annimmt, so kann für die Ebene u^ die Zahl der eigent- 
lichen, u-\-i die Zahl der uneigentlichen Punkte in der unendlich 
fernen Geraden, u"+m die Zahl der eigentlichen Geraden angeben; 
ebenso kann für den Raum u' die Zahl der endlich fernen, u^~|-u^- 1 
die Zahl der uneigentlichen Punkte (sämmtlich ja der unendlich 
fernen Ebene angehörend), u'-)-u'4*'* ^'^ ^^^' *^^'' eigentlichen 
Ebenen, «'+"'+"' *^ ^"hl der eigentlichen Strahlen, u^-{-ni 
jene der unendlich fernen, rorstellen. 
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Betrachtungen 

vom Standpunkte einer höheren Form 

der Raunianschauung aus. 
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AuBgebend von der Thatsache, dass unser Raumbegriff 
lediglich eine durch unsVe Eustenz als Körper (d. h. alsRaum- 
theile) bedingte, von ihr total abhängige, also wie ne sich ändernde, 
mit ihr stehende und fallende Anscbauungsform ist, wollen 
wir versuchen, einzelne, unter sich nur lose zuBamiuenhängende 
Formen der Anschauungsweise solcher Wesen zu Hndeu, die nicht 
gleich uns an das einzige und nur einfach bekannte Qrundgebilde 
dritter Stufe gebunden, sondern Theile eines Grundgebildes vierter 
Stufe sind. (Kennen wu' solche Wesen daher kurz Wesen vierter 
Stufe, so können wir uns als Wesen dritter Stufe, dann Wesen, die 
als Theile einer Ebene existiren, Wesen zweiter Stufe benennen. 
BückbUcke auf Anschauungsformen von Wesen zweiter Stufe 
werden sich gelegentUch von selbst darbieten.) Ee gelingt dies 
der Katur der Sache nach nicht auf dem Wege directer An- 
schauung, sondern nur durch Analogieschlüsse. 

Figuren wie Körper können im ßaume verschoben werden, 
ohne Verzerrungen, Yerbiegungea u. dgl. au erleiden, sie sind naoh 
der Verschiebung ihrer Torigea Existenz congruent. Dasselbe gilt, 
wie schon früher erwähnt, von der Verschiebung der Strecke in 
der Geraden, der Figur in der Ebene *). 

Alle bisher erwähnten Elemente (L'unkte, Strahlen, Ebeneo 
und Kämne), wie die aus ihnen sich aufbauenden Gebilde gehören 
in ihrer Gesammtheit einem zunächst wieder nur einmal, einfach 
vorzustellenden Qrundgebilde an, dessen Träger als Element be- 
trachtet werden kann und das All heissen mag. Zuerst kommt 
em neues, fiir uua unfassbares hinzu: 

Zwei Ebenen des All's können sich kreuzen. 

So unmögUch es uns sein würde, falla wir Wesen zweiter 
Stute (d. h, statt Körper nur ebene Figuren) wären, irgend eine Vor- 
stellung von sich kreuzenden Geraden au gewinnen, ebenso unmög- 
lich ist uns jetzt die Vorstellung sich kreuzender Ebenen. Ebenso gilt : 

Das allgemeine Lagenverhältniss einer Geraden 
gegen eine Ebene im All ist daa Kreuzen derselben. 

*) Einige Linien und Flächen theilea dieie EigeuBchftft mit der Gerikdeo 
und Ebene. Welche Theile des All's mftgen lult dem uns bekannten Ruim 
obige Eigenschaft theilen? 
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(Kreuzen kann fSr nna eben lediglich formal nur die negirende 
Bedeutung haben, dass zwei Ebenen im Allgemeinen, ohne speziell 
beschränkende Bedingung im Alt weder eine Gerade noch die 
Stellung gemein haben, d. h. weder sich schneiden noch parallel 
sind; dmÜch bei Gerade itnd Ebene.) 

Schneiden sich zwei Ebenen, oder eine Gerade und eine 
Ebene, so gehören sie dem nämlichen Baum des Alfs an, mindestens 
kann ein Eanm jederzeit durch sie gelegt werden ; kreuzen sie sich, 
so liegen sie nicht im nSmliohen Baum, es kann durch beide auch 
nie derselbe Kaum gelegt werden. (Analog dem Schneiden und 
Kreuzen von Geraden betrachtet vom Wesen zweiter Stufe.) 

Zwei Bäume haben jederzeit eine, aber auch nur 
eine Ebene gemein. 

In den Punkten dieses Punktbfindols schneidet jeder Strahl 
des einen Baumes, in den Strahlen des Punktbündels jeder Ebene 
des einen Baumes den andern Baum. Schneiden eich zwei Gerade 
zweier Bäume, so kann dies nur in einem Punkte der Scbnittebene 
dieser Bäume stattfinden. 

Die Schnittebene bestimmt mit je einem Funkte eines der in 
ihr sich sclmeidenden Räume den betreffenden Raum. Oder: Eine 
Ebene und ein Punkt ausser ihr bestimmen einen Raum, ^'^"ht 
jeder Strahl und jede Ebene, welche durch den Punkt gehen, wohl 
aber jeder Strahl und jede Ebene, welche jenen Punkt mit einem 
eigentlichen oder unendlich fernen Punkt, einem endlich fernen oder 
dem uneigentlichen Strahl der Ebene verbinden liegt ganz in diesem 
durch Funkt und Ebene bestimmten Räume. Zwei sich (im End- 
lichen oder Unendlichen) schneidende Ebenen oder so gelagerte 
Gerade und Ebene bestimmen demnach einen Baum. 

Allgemein: 

Der Raum ist durch vier nicht in derselben Ebene 
liegende Punkte bestimmt. Vier solche Funkte haben einen 
Raum gemein ; jeder ist Träger von unzählig vielen Räumen, vier 
solche Gebilde haben ein gemeinsames Element, haben einen Baum 
gemein, jeder weitere Baum eines dieser vier Gebilde enthält 
mindestens einen, höohstenB drei der vier gegebenen Funkte. 

Es bestimmen nunmehr einen Baum; Eine Ebene und ein 
ausser ihr liegender Punkt, eine Ebene und eine sie nicht kreuzende 
Gerade, zwei sich nicht kreuzende Ebenen, zwei sich kreuzende 
Gerade, eine Gerade und zwei nicht mit ihr in dieselbe Ebene zu 
liegen kommende Punkte, vier nicht in gleicher Ebene liegende Punkte. 

Bezüglidi der üch kreuzenden Geraden könnte die Frage 
auftauchen, ob das Kreuzen derselben im nämlichen Baume nicht 
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ein anderes wäre, als wenn sie in zwei verschiedenen Räumen 
existirten; ob im letztern Falle überhaupt ein Raum doroh sie 
gelegt werden könne. Die beiden Bäume, denen die Geraden 
angehören sollen, schneiden eich in einer Ebene ; diese Ebene mnss 
von beiden sich kreuzenden Geraden geschnitten werden, da sie 
mit jeder in einem Räume liegt; legt man nuu durch den einen 
Schnittpunkt und die andere Gerade eine Ebene, so bestimmt diese 
Ebene mit der ersten Geraden, weil sich beide schneiden, einen 
Raum und dieser Raum enthält die beiden sich kreuzenden Geraden. 
Durch zwei Gerade ist immer, ob sie im selben oder in 
versohiedeaen Räumen liegen, ein Ranm möglich und 
eindeutig bestimmt 

Ein Punkt liegt in einem Räume oder ausserhalb desselben. 
Haben zwei Räume einen Punkt gemein, bo liegt er in ihrer 
Schnittebene. 

Eine Gerade liegt ganz in einem Raumej wenn sie 
mit ihm zwei Punkte gemein bat. Liegt eine Gerade in zwei 
Räumen, so liegt sie in ihrer Schnittebene, Hat die Gerade nur 
einen Punkt mit einem Raum gemein, so schneidet sie ihn in diesem 
Funkt; der Schnittpunkt wird gefunden, indem man durch die ge- 
g"^' 1 Gerade einen beliebigen Baum legt, die Schnittebene des 
letztern mit dem gegebenen Baum sucht und den Schnittpunkt der 
gegebenen Geraden mit der eben gefundenen Ebene. Hieraus geht 
hervor, dass eine Gerade und ein Raum einen eigentlichen 
oder einen unendlich fernen Punkt gemein haben müssen. 
Eine Gerade muss also entweder in einem Baume liegen, denselben 
schneiden oder zu ihm parallel sein, kreuzen kann sie ihn nicht. 

Eine Ebene und ein Raum habenjederzeit mindestens 
eine Gerade gemein. (Wenn drei nicht in gerader Linie liegende 
Punkte der Ebene im Räume liegen, so liegt sie Punkt für Punkt, 
Strahl um Strahl in ihm.) Die Schnittgerade findet man, indem 
man durch die Ebene einen beliebigen Baum legt, die Schnittebene 
dieses Hilfsraumes mit dem gegebenen Räume eudit und dann den 
Schnittstrahl der so gefundenen mit der gegebenen Ebene; letztere 
beide Ebenen können sich nicht kreuzen, da sie beide im selben, im 
Hilfs-Raume liegen. Ist demnach eine Ebene in einem Baume 
nicht enthalten, so ist aie ihm parallel oder sie schneidet ihn, d. h. 
sie hat entweder einen uneigentlichen oder eigentlichen Strahl mit 
ihm gemein. 

Legt man durob eine von zwei sich echneidendea Ebenen einen 
Raum, der die andere nicht enthält, so schneidet die letztere Ebene 
jenen Baum nadi dem SohnittetrabI beider Ebenen. 
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Legt man durch jede von zwei eich Hchneidenden Ebenen einen 
Raom, der die andere Ebene nicht enthält, so muss die Schnitt- 
ebene beider Räume durch den Schnittstrafal der Ebenen gehen. 
Parallele Ebenen beetiniinen Räume, dereu Schnittebenen diesen Ebenen 
parallel sind. Ebenen eines Ebenenbüschele beatimmen Räume mit 
Schnittebeuen, welche zu Ebenenbüscheln gehören, deren Träger mit 
jenem des ursprünglichen EbeDenbGschels zuiammenfallen. 

Den Schnittpunkt einer Geraden und eines Raumes, der sie 
nicht enthält, kann man auch so suchen, daas man durch die Gerade 
eine Ebene legt, den Schnittstrahl dieser Ebene mit jenem Räume 
und den Schnittpunkt der Hilfsgeraden mit der gegebenen Geraden 
encht. 

Eb schneide eine Ebene eines Raumes eine Gerade eines 
anderen Raumes. Dies geschieht in der Schnittebene beider Räume. 
(Erfolgt es im Unendlichen, so sind beide, die Gerade und die 
Ebene zur Schnittebene beider Räume parallel. Soll daher eine 
Gerade eines Raumes einer Ebene eines andern Raumes parallel 
sein , so mfissen beide zur Schnittebene der Räume parallel sein, 
ebenso wenn zwei Ebenen zweier Räume parallel sein sollen.) 
Man legt durch die Ebene und die Gerade einen ueuea dritten 
Raum, so wird dieser den ersten Raum nach jener gegebenen 
Ebene schneiden, den zweiten nach einer Ebene, welche die ge- 
gebene Gerade enthält. Der Scbnittstrabl der beiden Ebenen liegt 
in den drei Räumen, in der Schnittebene der beiden ersten Räume 
und enthält den Schnittpunkt der gegebenen Geraden uud Ebene. 
Die drei Räume gehen durch den gefundenen Schnittstrahl und 
schneiden sieh nach drei Ebenen, welche diesen Schnittstrahl gemein 
haben. 

Schneidet eine Ebene eines Raumes eine Ebene eines anderen 
Ranmea, so liegt der Schnittstrahl beider Ebenen in der Schnitt- 
ebene beider Räume; die Ebenen bestimmen ferner einen dritten 
Raum. Der Raum a enthalte die Ebene «, der Raum b die Ebene 
ß, dann geht die Ebene y oder ab durch den Schnittstrahl aß: 
Wir haben wieder den vorigen Fall der drei Räume, die zu je zweien 
eine von drei durch denselben Strahl gehenden Ebenen geroein 
haben mSssen. 

Zwei Räume haben jederzeit eine Ebene gemein, diese und 
ein dritter Raum eine Gerade; in dieser Geraden schneidet jeder 
der drei Räume die Sohnittebene der beiden andern Räume oder: 
er schneidet die beiden andern Räume in zwei Ebenen, die sieh 
in dieser Geraden schneiden. Die Gerade selbst schneidet einen 
vierten Raum in emem Punkt; derselbe ist dann das einzig gemem- 
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aame der vier Räume, durch ihn müaaeo die sechs Schnittebenen 
der Tier Bäume gehen. Nennen wir die Räume a, b, e, d, ao sind 
die Schnittebenen ah, ac, ad, bc, bd, cd; die Schnittetrablen dieser 
Ebenen sind: abe, entstehend als Schnitt der drei £benen ab, ac, 
bc, oder der drei Bäume a, 6^ c ; abd zu den Ebenen ab, hd, ad 
und Bäumen a, b, d gehörig; acd das gemeinsame der Ebenen 
ae, cd und ttd, sowie der Bäume a, c, d, endlich bcd hervorgebracht 
durch die Ebenen be, cd, bd oder die Bäume b, c, d. 

Drei Räume erzeugen als Schnittgebilde drei 
Ebenen desselben Strahles, rier Bäume sechs Ebenen 
desselben Punktes, gruppirt zu viermal je drei Ebenen 
desselben Strahles. 

An Stelle der einzigen unendlich fernen Ebene, zu deren 
formaler Annahme wir gelangten , treten unzählig viele, jeder Baum 
des AIl's hat seine eigne, dagegen exiatirt nur ein uneigentlicher 
unendlich ferner Baum im All, der Inbegriff aller uneigentticben, 
unendlich fernen Elemente des All's. Der uneigentliche Raum 
schneidet jeden eigentlichen Baum nach dessen uneigentlicher Ebene, 
jede Ebene deeselben nach ihrer uneigentUcfaen Geraden, jeden 
Strahl desselben nach seinem uneigentlichen Punkt. In diesem 
Sinne (als Yerhältniss der Lage, nicht der Weigung, der Winkel- 
grÖBse, die für uns, auf unendlich Ferne Elemente ausgedehnt, be- 
deutungslos wird) ist der unendlich ferne Baum allen eigentliches 
Strahlen, Ebenen und Räumen parallel. Wie parallele Gerade die 
Richtung, parallele Ebenen die Stellung, so haben parallele Bäume 
auch etwas gemeinsames, das wir eben die uneigentliche, unendlich 
ferne Ebene jedes derselben nennen. 

Zu den Grundgebilden erster Stufe: Punkt-, Strahlen- 
und Ebenenbüschel kommt nun noch der Raumbüschel, d. h. 
der Inbegriff aller Räume, die eine Ebene gemein haben. 

Zunächst sind auch die Kriterien der vorher bekannten drei 
Grundgebilde einer Neuprüfung zu unterziehen. Punkte, die anf 
einer Geraden liegen, Strahlen, die derselben Ebene angehören, 
zählen eben mit zn dem Baume ihres Trägers. Dagegen Ebenen 
desselben Strahles können sich in die verschiedenen Räume erstrecken, 
deren gemeinsamer Strahl jener Träger der Ebenen ist. Für den 
Ebenenbüschel bedarf es dieses Zusatzes zu seinen sonstigen Be- 
dingungen, dass alle seine Ebenen im nämlichen Baume liegen 
müssen. Ifit andern Worten: Ein Strahl ist im All Träger so 
vieler Ebenenbfiscbel als Räume durch ihn möglich sind. 

Wie BUS hier jede Ahnung irgend einer YorstellungsmÖglich- 
keit abgeht, so wird dem Wesen zweiter Dimension die directe 
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AnschauUDgsforai für eiiieD zweiten ätrahlenbfisohel eines Punlctes 
seiner Ebene, eioer zweiten Ebene durch irgend einen Strahl seiner 
Ebene nie gegeben, die reale Bedeutung dieses von ihm vielleicht 
ausgeklügelten Bchlussee muss ihm unfaasbar sein. 

Der RaumbÜBchei hat eo viel Bäume, als jeder der andern 
Büschel für sich Elemente besitzt. Nimmt man eine Ebene an und 
eine sie kieuzesde Gerade, so b«etimmt jeder Funkt der letztern 
mit der Ebene einen Kaum des Büschels. Ist die Ebene eine un- 
endlich ferne, — die Gerade darf dann nicht auch unendlich fern 
sein, da dann beide im einzigen uneigentlicben Baume des ÄU'a 
lägen, sich nicht kreuzten, sondern parallel wären d. h. sich im Un- 
endlichen, nach einem uneigentlichen Punkte schnitten — so erhalten 
wir den ParaUel-Kaumbüschel. 

Der llaumbÜ3chel projicirt sämmtliche Punkte des ÄU's aus 
einer Ebene durch Räume, wie der Ebenenbüschel die Punkte 
eines Raumes aus einem Strahle durch Ebenen, der Strahlenbüschel 
die Punkte einet Ebene aus einem Punkte durch Strahlen. 

Der Träger des Raumbüschels schneidet einen Baum, der ihm 
nicht angehört, nach einem Strahl, jeder Raum des Büschels den 
neuen Raum nach einer Ebene. 

Der Schnitt eines Raumbüschels mit einem Raame 
ist ein Ebenenbüschel. 

Der Schein*) eines Ebenenbüschels aus einer Ebene (deren 
Baum jener nicht angehört) genommen, ist ein Raumbüschel. 

Der EbenenbüscheJ wird aus einer Ebene, die nicht seinem 
Räume angehört, durch sämmtlic'he Räume eines Raumbüschels 
projicirt. 

Der Träger des Baumbuscheis scfaneidet eine Ebene nach 
einem Strahle, wenn diese Ebene einem der Räume des Büschels 
angehört. Die neue Ebene schneidet ferner jeden Raum des Büschels 
nach diesem nämlichen Strahle. 

Liegt die neue Ebene in keinem Räume des Büschels, so 
kreuzt sie den Träger des BUscheU; der Büschel hat mit einem 
Baume, der durch die Ebene gelegt wird, einen Ebenenbüschel, 
dieser mit der neuen Ebene einen Strahienbüsohel gemein. 

Der Schnitt eines Raumbüschels mit einer den 
Träger schneidenden Ebene ist ein Strahl, mit einer 
den Trägftr kreuzenden Ebene ein Strahlenbüachel. 

Der Schein eines Sttahlenbüschels , genommen aus einer den 
Träger dieses Büschels kreuzenden Ebene, ist ein Raumbüschel 



*) V. Stftudt, Qeometrie der Lage, S 2 Nr. 29. 
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oder: Die Strahlen emes Strahlenbüschela Verden Ton einer den 
Träger des Büschels kreuzenden Ebene aus durch BSmmfiliche Räume 
einee BüacheU projicirt. (Oben wurde schon benutzt: Alle Punkte 
eiaes Funktbüschels werden aus einer den Träger desselben kreuzen- 
den Ebene durch Bäraiiitliche Häurae eines Kaumbflschels projicii-t.) 
Die Uruodgebilde zweiter Stufe sind nun: 

1. Punktbüudel (alle Funkte und Strahlen einer Ebene, 
welche von selbst dem gleichen Kaunie mit der Ebene angehören). 

2. Strahlenbündei (alle Strahlen und Ebenen durch einen 
Punkt und im selben Baume). 

3. Haumbündel (alle Bäume und Ebenen, die einen Btrahl 
gemein haben). 

Wie im Punktbündel (ebenen Qebilde) je zwei Funkte einen 
Strahl, je zwei Strahlen einen Punkt bestimmen, jeder Strahl Träger 
eines PunktbQschels, jeder Punkt Träger einea Strahlenbüsohels im 
Bündel ist, wie femer im Strahlenbündei je zwei Ebenen des Bündels 
sich nach einem Strahl desselben schneiden, je zwei Strahlen eine 
Ebene desselben bestimmen, jeder Strahl Träger eines Ebenenbüschele 
im Bündel ist, so acbneiden sich im Raumbündel je zwei Räume 
nach einer Ebene desselben, je zwei seiner Ebenen bestimmen 
einen Baum in ihm, jede Ebene desselben ist Träger eines Baum- 
büschels, jeder Kaum desselben Träger eines Ebenenbüschels des 
Raumbündels. Es ist uns rein unmöglich, wie schon oben ge- 
legentlich im Torübergehen berühit wurde, diese Vorstellungsform 
von unzählig vielen Ebenenbüacheln desselben Trägers zu realisiren. 
Uns erscheint jede denkbare Ausdehnung mit Ebenen eines Ebenen- 
büschels so vollständig, so lückenlos erfüllt, dass wir un» gegen die 
Annahme sträuben, es müsse noch Baum im All sein für ebenso 
viel Ebeuenbüschel (deren Ebenen sämmtlich durch den Strahl gehen, 
welcher Träger unseres betrachteten Büschels ist) als der Büschel selbat 
Ebenen hat. Es wird aber, um das oben angefügte in anderer Form 
auch hier mit zu wiederholen, ein Wesen zweiter Stufe eben so 
wenig begreiflich finden, ebenso unfsssbar und widersinnig das una 
geläufige erklären, dass eis Strahl seiner- Ebene zu mehr als einem 
Parallel strahlenbüschel gehören, dass es eben so viel ihn enthaltende 
Parallel-Strahlenbüschel geben soll, als ein aolcher aelbst Strahlen be- 
sitzt! Ihm ist hier, wie uns für den Ebenenbüschel im einzig 
denkbaren Raum, sein ganzer, seiner Yoratellungsweise nach über- 
haupt verfügbarer Baum dnrch jenen Parallel-StrahlenbüsShel so 
vollständig, 80 ununterbrochen, so stetig und zwisohenraumlos erfüllt, 
dass er sich nie und nimmer irgend eine Lücke für weitere Strahlen 
denken kann. 
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Jeder Baum unseres BÜDdels schneidet alle übrigen Räume 
susammeu nach einem von diesen Kbenenbuscbeln. ITassen wir 
einen weitern nicht zum Bündel gehörigen Baum in's Auge und 
Buobeu die gemeinsamen Elemente beider, so schneidet der Träger 
unseres Bündels den letztem Baum nach einem Punkt; jeder Baum 
des Bündels wird tou ihm nach einer Ebene geschnitten, die jenen 
Punkt enthält; sämmtlicbe Schnittebenen bilden also die Ebenen 
eines Strahlenbündels, der dem frei einzelnen Raum angehört. Die 
Strahlen dieses Strahleubfiodels sind dann die Schnittelemente des 
letztem Baumes mit den Ebenen des Raumbündele, den Schnitt- 
elementen aller Räume des Bündels unter sich. Somit hat der 
Baambündel so viel Räume oder Ebenen, als der Strahlenbündet 
Ebenen oder Strahlen besitzt, nämlich u'-|-u-^l, wenn der Raum- 
bündel M-)- 1 Räume zählt. 

Der BaambGndel wird von einem weitem Raum 
nach einem Strahlenbündel geschnitten, der Baum- und 
Ebenenbüscfael im Raumbündel nach Ebenen- und Strahlenbüsoheln 
im Strahlenbündel. 

Der Schein eines Strahlenbündels aus einem weitern Strahle 
ist ein Raumbündel (siehe oben: Je zwei sich kreuzende Strahlen 
bestimmen einen Raum, hier der eine mit allen Strahlen des Bündels 
Bäume eines Bündels), der Strableubüudel wird aus einem weitern 
Strahle durch alle Räume eines Ranmbündels projicirt. 

Wird der Raumböndel Yon einer Ebene geschnitten , welche 
einem Räume desselben angehört, aber den Träger nicht enthält, 
so ergibt sich als Schnitt mit dem Baumbündel ein Strahlenbüschel, 
aber so, dass in jedem Strahle desselben alle Bäume eines Büschels 
im Bündel von der Ebene geschnitten werden. 

Sohneiden wir den Baumbündel mit einer Ebene, welche 
keinem der Räume des Bändels angehört, so kreuzt sie den Träger 
und die Ebenen des Bündels nnd hat mit jedem Baumbüschel des 
Raumbündels einen Strahlenbüschel gemein , schneidet jeden Raum 
nach einem Strahl und den ganzen Baumbündel nach allen ibten 
Strahlen. 

Die Räume eines Raum bündeis haben mit einer 
seinen Träger schneidenden Ebene einen Strahlen- 
bQschel, mit einer seinen Träger kreuzenden Ebene 
alle Strahlen eines Punktbündels gemein*). 

*} Eb scheint echier, geschtoaaen aus der Unvollstfindlgkeit dieses Satzes, 
als ob zwei sich kreazende Ebenen im All eineo Punkt gemein hMten. Im 
nächst hithern Gebiete, dem InbegriCF anendlicb vieler Ällgebilde milsstcn dann 
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Der Schein einea Punktbündele (mindestens der Strahlen des- 
selbeo) aiis einem Strahle , der den Träger kreuzt, ist ein Baum- 
bündel (mindeatena die Bäume desselben); der Punktbündel wd 
aus einem seinen Träger kreuzenden Strahl durch einen Baumbfindel 
projicirt. 

Es gebt bierauB wieder das schon oben gefundene Besoltat 
berror, dass die drei Gxundgebilde zweiter Stnfe gleich viel Elemente 
haben. 

Yerbisden wir olle Funkte eines Baumes mit einem Funkte 
ausserhalb desselben durch Strahlen, ferner alle Strahlen des Baumes 
mit jenem Funkte durch Ebenen, alle Ebenen durch Bäume mit 
eben dem Punkt, so schneiden all die Strahlen, Ebenen und Bäume 
den ersten Baum nach seinen Punkten, Strahlen und Ebenen. Bas 
neue Gebilde ist der Schein des vorigen Baumes aus einem Punkte 
ausserhalb, all die Elemente des Baumes zusammen der Schnitt 
desselben mit dem neuen Gebilde, oder das neue Gebilde ist das 
den Baum Frojicirende, der Baum die Frojecäon desselben. Nennen 
wir das Gebilde Strahlenbund, so enthält ein Strablenbund, als 
Inbegriff aller Strahlen , Ebenen und Bäume durch den nämlichen 
Punkt gehend, so Tiel Strahlen oder Bäume als der Benm Funkte 
oder Ebenen (u'+m^+m-}-'), dagegen so viel Ebenen als jener 
Strahlen hat («♦+«'+2««+tt+I). 

Neben dem bisher einzigen Grundgehilde dritter Stufe, 
dem Raum oder Funktbnnd (alle Fnnkte, Strahlen und Ebenen 
im nämlichen Baum) haben wir den Strahlenbund (alle Strahlen, 
Ebenen und Bäume durch den nämlichen Punkt). Der Funktbund 
enthält unzählige Funkt-, Strahlen-, Ebenenbüschel, Fonkt- und 
Strahlenbündel, der Strahlenbund entsprechend Strahlen-, Ebenen- 
und Raumbüsobel, Strahlen- und Uaumbündel. 

Dem Träger des Strahlenbnndes, einem Punkt imAll, entspricht 
reciprok der Träger des Funktbondes, ein Baum im All, jedem 
Funkte im letztem ein Baum im erstem, jedem Strahle im erstem 
eine Ebene im letztem und jedem Strahle im letztern eine Ebene 

zwei sich kreniende Räame einen Strahl gemein haben. Dann ksme im 
weitern Veriaufe eine nene uiu gSnzlich unbekannte Lage von Qebilden hinzu. 
Beim Schneiden liätten zwei gleichartige Elemente ein Element der nKchst 
niedern Stufe gemein (Strahlen den Punkt, Ebenen den Strahl, Eäiime die 
Ebene etc.), beim Kreazeu hätten eie ein nm zwei Stufen abwärts liegendes 
Element gemein (zwei Qerttde nichts, zwei Ebenen den Punkt, zwei RSnme 
den Strahl etc.), bei der neuen uns gSnctich frenden Lage ein um drei Stnfeo 
znracUiegendes Element (zwei Qerade, zwei Ebenen nichts, zwei RSnin« einen 
Punkt etc.) n. b. f. 
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im ereteni, jedem Gebilde im einen das nach diesen Prinoipien 
reoiprok gebildete im andern. 

Im All Bind sich reciprok Funkt und Raam, iJtrahl 
und Ebene, Punktbüschel und RanmbÜechel, Strahlen- 
und EbenenbÜBcbel, Punkt- und Baumbündel. 

Das All wird nun gleich riel Punkte und Räume, gleich viel 
(aber in höherer Dimension als Torige Elemente) Strahlen and 
Ebenen haben müBsen. 

Betrachtet man alle Strahlen eines Strahlenbundes als Träger 
Ton Funktbüsoheln, so ist das All von den Punkten derselben toU- 
■tüidig erfüllt. Die Zahl der Punkte des Alls ist demnach , da der 
Träger b« jedem Fonktbüschel mitgezSJiIt , aber nur einmal Tor- 
handen ist 
(«»-f-n'+u + l) f«+l)-(M»+u»+«)oderw*+«»+M«+«+l 

Fasst man reciprok alle Ebenen eines Baumes als Schnittebenen 
desselben mit allen anderen Räomen, als Träger von Baumbüscheln auf, 
so erhält man sämmtüohe Bäume des AU's. Es ergibt sit^ hiefür, 
da unser erster Raum bei jedem Säscbel mitg«zählt, aber nur ein- 
mal vorhanden iet: 
(w»-|-u<4.M-(-l)(u-f 1) — «Cu^+M4-l)oderK*+uä-fw*-f-«.f 1 

Ein nur von Räumen begr&izter Allkörper (a), entsprechend 
unsern ebenEäcbigen Körpern (a), besitzt Ecken, in denen mindestens 
vierBäome mitsechs Schnittebenen und vier Schnittstrahlen znsammen- 
stOBsen. Der ebenfläohige Baumkörper (te) spielt diesem Allkörper 
(") gegAQÜber dieselbe Bolle, wie die ebene geradlinig begrenzte 
EHgur uaeerm Körper (a) gegenüber. So sind z. B. die Oberflächen- 
theile der Körper (n) iteoke, d. h. daa, Raomstüok, welches (oc) 
beansprucht, wird vom übrigen umgebenden Raum durch necke 
getrennt, abgegränzt; beim Körper (a) ist die Gränze zwischen 
dem TOD ihm erfüllten Tbeil des All's und dem übrigen All durch 
Körper (a) hergestellt*). — Die necke als Örenzfiguren der 
Köiper (a) und von Strecken begräozt, ähnlich die Raumgrenz- 
figuren (d) dee AUkÖrpers (a) durch necke etc. 

Wie es neben dem Gebilde der Ebene, der ebenen Fläche 
krumme Flächen . gibt, so muss es in der directen Anschauung 
und VorBtellnng des Wesens vierter Stofe neben dem uns bekannten 
Räume krumme Bäume (ersten, zweiten, dritten etc. Grades) geben, 



•) Werhieron eine Voratellnag; hfiUe I Wie mag fsrner der Buler'aohe 
SsU fUr ranmbegrfinite Allkörper (a) lanten? Wa» enUpricht den regel- 
mtgtigen, &rchimedeiscbeD, den poinsoVsoheii KAipem (ei) im All? Wm in 
noch hOkem Anidunurngsformen? 
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in welchen die uns geläufigen Yerscliiebungen ohne Verzerrung 
und Yerbiegnng der Figuren (Körper) nicht möglich ist Jenem 
Wesen ist der Kaum, in dem wir alles Denkbare unterbringen 
müssen, nur Element, mit dem es spielt, wie wir mit der Ebene. 
Das Wesen fünfter 3tnfe macht es mit dem All, dem höchsten 
Umfang und Inbegriff der Änschaanngsformen des Wesens vierter 
Stufe geuan ebenso. Wo und wie endet die Sache? Es existirt 
hier eine Unendlichkeit in neuer Richtung, neben der Unendlich* 
keit von Zeit und Raum, oder richtiger eine Ausdehnung der Un- 
endlichkeit des Raumes inneueu unbekannten, uniassbaren Richtungen. 

Ein Wesen vierter Dimension wird unserer Körperweit gegen- 
über Stellung einnehmen, wie wir der Geometrie der Ebene gegen- 
über, sie ist ihm ein sehr, sehr beschränkter Theil der gesammten 
Ecsoheinungswelt, gebannt an einen Baum, nur in ihm existirend, 
flach, ohne -vierte Dimension. Wie stehen wir den Eörpem vierfacher 
Dimension gegenüber? Fragen vrir zunächst, was ein Wesen zweiter 
Stufe mit nnaerer Körperwelt beginnen wird, wenn es sich bis zum 
Begriff der Möglichkeit ihrer Existenz durchgedacht hat. Da von 
einer Yoratellung des Körpers keine Rede sein kann, wird es sich 
die Körper auf dahinter liegend gedachte Ebenen projicirt denken 
müssen, um sie wieder als ebene Figuren auffassen xa können. 
Aehnüch verhert für uns der Körper (sc), der über die dreifache 
Dimension hinausgeht, durch Projiciren in einen Raum, in dem er 
an sich nicht existiren kann, aus dem er nach unzähHg vielenRichtungen 
hinausragt, mit dem er blos als Schnittfignr einen Körper (a) gemein 
hat, Beine vierte Dimension und wird zu einem Körper dreifacher 
Dimension.*} 

Ein Wesen, das dem Menschen reciprok wäre, d. )i, im Btrah- 
lenbund existirte, wie wir im Punktbund sind, hätte vom Punkt 
nur den Begriff des einmaligen, einfachen, wie wir ihn vom Räume 
haben; unserer Vielheit von Punkten entsprechend hätte jenes 
Wesen gleicher dritter Stufe mit uns eine vielfache Anschauung 
vom Räume; wie wir ans keine Mannigfaltigkeit von Räumen durch 
einen Strahl denken können , wäre es jenem Wesen unfkssbar , auf 
einem Strahl sich mehr als einen Punkt zu denken; wie wir mit 
Punkten auf einer Geraden, mit Strecken, mit dem Punktbüschel 



*)Wie steht es mit der ph78ikalischen Körperwelt? Gibt es hier Körper tou 
drei-, vier-, nfacher Dimension? Erbalten wir durch den Sehprocesa Kunde «on 
den Schnittkörpem (n) der wirklichen Kdrper(a) mit unsermßanm oder nehmen 
wir ProjecliODBD in einen Raum vom Auge aas hergestellt wahr, nie wir mit 
einem Auge Projectionen der Körper dreifaehcr Dimension auf eine Ebene 
d. h. ebene Figuren sähen? 
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überhaupt fortwährend operiren , in der Wiaeensohaft wie in der 
Praxis, bo wird jenes Wesen mit Bäumen durch die Gerade, Stücken 
des RaumbÜBchels , mit Baumbüscheln überhaupt um sich werfen; 
wie uns letzteres Gebafaren unmöglich erscheint, so jenem unser 
Spielen mit Punkten auf dem Strahle, das uns eo ureinfoch Tor- 
kommt. 

Dergleichen Excurse liessen sich noch manche anstellen; YOt 
allem liesse sich der hier eingeschlagene Gang auf beUebig yiele 
nächsthöhere Stufen der Anschauungsform ausdehnen, eine Schwierig- 
keit wäre schliesslich nur das Erfinden neuer Worte für die unbe- 
kannten unfassbaren neuen Gebilde {denn leider, nicht immer „wenn 
Begriffe fehlen, stellt auch ein Wort zur rechten Zeit sich ein," 
mindestens findet man nicht immer das treffende passendste Wort 
uad auf geschickte Bezeichnung kommt es hier wesentlich an) ; allein 
ich glaube für den Zweck, den ich mir gesetzt und der im nach- 
folgenden näher gekomizeichnet werden soll, mag das voraastehende 
(Tielleicht längst schon f) vollauf genügen. 
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Nachwort. 

Wenn ee mir gelungen, mit Torstehenden Zeilen den NachwMs 
zu liefern, dass unsere ÄDsohauungaform nicht die einzige, die höchste 
und letzte sein vdrd, daas die Möglichkeit dieser AnBohaauQgBfornien 
imbegränzt, ja dass die Ergcheinungawelt höchst wahrgcheinlich iveit 
über den Ereis unserer Anschauungsform binausgeht, dann habe 
ich meinen Zweck erreicht. Sollten einige Sätze der lückenhaften, 
lose aneihanderhängenden Satsreihe die Fähigkeit von Bau- 
oder Grundsteinen zu einer Geometrie mit vier und in weiterer 
Folge mit n Coordinatenaxen besitzen, sollten sieh collineare, re< 
ciproke etc. Systeme zunächst des All'a damit aufstellen und hv 
handeln lassen (die dann z. B. sofort über krumme Häume 2ten 
Grades Aufschlnss geben könntenj so wäre mein Streben mit einem Er-. 
folge gekrönt, der zwar als begreiflicher und verzeihUcher Wunsch; 
aui'tauchen mag, den ich aber fehlender Kenntniss des ganzen ein- 
schlägigen Materials halber weder beabsichtigen konnte noch auch 
zu hoffen wage. Die Geometrie wäre dann in ihrer Methode der 
Algebra voll ebenbürtig, vermöchte alle Formen der letztem zu 
interpretiren. 

Auf hShern Stufen stehende Wesen , falls sie existirten , ver- 
möchten Geometrie auf Gnmd directer Anschauung zu erfassen und 
zu betreiben, wie sie uns der Natur der Sache nach absolut und für 
immer versagt bleiben muss, deren WahrBeiten von uns höchstens 
durch Analogieschlüsse formal aufgefunden werden können. Wir 
haben es ja auch in andern Theilen der Geometrie so betreiben 
müssen und tröstlicherweise mit Erfolg getrieben. 

Weil wir nur endliche Wesen sind, darum ist unsere Geo- 
metrie des Unendlichen jeder Anschauung entbehrend rein formal, 
eine Geometrie aneigentlicher Gebilde; weil wir reale Wesen sind, 
darum ist für uns die Geometrie des ImafpnSren ohne anaohaulichen 
Inhalt, von nur formaler Bedeutung; weil wir räumliche Wesen 
sind, darum ist uns jede reale Torstellung von Gebilden höherer als 
dritter Dimension verschlossen und doch muss einem unendlich aus- 
gedehnten Wesen die Geometrie des Unendlichen so anschaulieh 
sein, wie uns jene des endUchen Raumes, doch sind Wesen mög- 
lich, für welche imaginäre Elemente und Gebilde mehr fassliches 
besitzen, als für uns, doch muss eine Geometrie »facher Dimension 
für ein Wesen nfacher oder noch höherer Dimension so anschau- 
lich sein, als für uns die Geometrie des Baumes oder der Ebene, 
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der Strecke. Allerdings ist für uns, aber eben nur für uns, der 
Gedanke aa die Mannigfaltigkeit der Elemente und Chundgebilde, 
vie viel mehr der Gebilde der nten Dimension überhaupt geradezu 
erschreckend und sinnTerwirrend. Allerdings muss ein Wesen nter 
Dimension ein TOrwickelteres Gehimlappensystem haben, als es 
selbst der Uathematikerförst Gauss besass. 

Indem ich die Möglichkeit einer Geometrie beliebig hober 
Dimension auf geometrischem Wege darzuthun versuchte, wollte ich 
von Seite der reinen Mathematik ein Scherflein dazu beitragen, den 
BO sehr niedrigen Standpunkt, so gar kleinen Horizont des Menschen 
gegenüber der unermessUch ausgedehnten Erscheinungswelt zu kenn- 
zeichnen; die Physik, wenn sie die Kritik der Sinne, der Organe wie 
der Wahrnehmungen dieser durchführt, tbut ja längst dasselbe ; beide 
Wege führen zum selben Ziele: Die directe Anschauung, jene 
reale concrete durch die Sinnej wie die begrifflich 
abstrahirende der Geometrie ist gegenüber der Zahl 
aller möglichen, ja höchst wahrscheinlioher Weise 
auch existirendenMannigfaltigkeiten auf einen ganz un- 
sagbar kleinen, engst umschriebenen und begranzten 
Kreis beschränkt. 

Vielleicht dürfte der Torliegende schüchterne Versuch auch 
zeigen, dass t. Staudt in seiner mustergiltigen Geometrie der Lage 
die wahren Grundzüge der synthetiachen Geometrie klar, scharf 
zusammengefa&Bt , das wesentliche hervorgehoben und von minder 
wichtigem gesäubert hat.*) Staudt, ein Schüler unsera Gauss, 
dendieserMeister stets hochachtete und über seine Arbeiten des öfteren 
zu benachrichtigen p&egte, hat offenbar ein System geschaffen, 
das nicht nur die Geometrie des Imaginären in sich aufzunehmen 
und vollendet zu gestalten vermochte, das' sogar vollständig geeignet 
erscheint, von einem ihm ebenbürtigen Geiste unzweifelhaft einst 
zu einer Geometrie beliebig hoher Dimension ausgebaut zu werden. 

Bamberg, im Februar 1877. 



*} Siebe: „Die Elemente der projectivischen Geometrie" tod Hankel, 
dem Sachfolge r v.Staudt'a auf eeinem Lehrstuhle za Erlangen , Seite 29 u. f. 
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